divisibilita in anelli di polinomi

1 Sia D un dominio di integrita unitario, ¢ € D
una costante non nulla e f € D[x] un polinomio che divide c.
Allora f é costante.

2 Sia D un dominio di integrita unitario. Al-
lora l'insieme degli elementi invertibili di D|[x] coincide con I'in-
sieme U(D) degli elementi invertibili di D.

Poiché D e DJ[x] hanno la stessa unita, abbiamo U(D) C
U(D[x]). D'altra parte abbiamo:
f eU(DJ[x]) = esiste g € D[x] tale che fg=1 = f|1 e ¢g|1.

Ne segue che f,g sono costanti non nulle e, quindi, elementi
invertibili in D.

3 Le due precedenti proprieta non sono in
generale vere se D non é un dominio di integrita. Per esempio,
in Z4[x] abbiamo

R+ 1)R2z+1)=4z°F+424+1=1 = (Rz+1)1=2¢4+1,
Ccioé 2x 4+ 1, che non é una costante, divide |la costante 1 ed é
invertibile.

el elSiva(eINI=m 4 Siano f,g due polinomi non nulli associati
a coefficienti in un dominio di integrita unitario D. Allora f e g
hanno lo stesso grado.

Abbiamo:
g=fhe f=gh'! = f= fhh' = hh/ =

= h € una costante non nulla = deg(f) = deg(g).



divisibilita in anelli di polinomi

5 Anche la precedente proposizione non € in
generale invertibile, nel senso che polinomi dello stesso grado
pPOSSONO non essere associati. Per esempio in Z[z] i polinomi z?
e 5x2 non sono associati.

Osserviamo che z? e 522 sono, invece, associati in Q[x].

Sj=levalel 6 Sia K un campo. Generalizzare al caso dei poli-
nomi su K l'algoritmo di Euclide delle divisioni successive per il
calcolo di un massimo comune divisore.

O1S1] =24/ VaelNI=8 7 L'anello dei polinomi su un anello princi-
pale pud non essere principale. Un esempio a proposito € dato

dall’anello Z degli interi. Consideriamo infatti in Z[z] l'ideale
I={2b4+=za(x) : a(z)e Z[z],be Z}
e supponiamo I = (h(x)). In queste ipotesi abbiamo
2=h(z)f(z) e =z=h(z)g(z)
0 = deg(2) = deg(h) + deg(f) = deg(h) = deg(f) =0=h,f e Z.
D'altra parte
2=hf=h==+1 oppure h = =+2

e, poiché 1 € I, deve essere h = +2. Le ultime uguaglianze
implicano che x = +£2g(xz), che é un assurdo; cosi I non puo
essere principale.



radici di un polinomio

Sia A un anello commutativo unitario e

f(2) = ao+ a1z + avz® + - - - + anz”
un polinomio di grado n a coefficienti in A.

8 Un’'equazione del tipo f(z) = 0 si chiama
equazione algebrica di grado n e un elemento ¢ € A si dice

radice o zero di f se risulta f(c¢) = 0.

el lelSivaelNI= 9 (teorema del resto) Siano f un polinomio
a coefficienti in un anello commutativo unitario A e ¢ un ele-
mento di A. Allora esiste un unico polinomio q € A[x] tale che

f=(@-c)g+ f(c).
Poiché (z—c) ha coefficiente direttore 1, che € invertibile

in A, possiamo dividere f per (x —c) e da cid segue facilmente
|'asserto.

10 (teorema di Ruffini) Sia f un polinomio
a coefficienti in anello commutativo unitario A. Allora ¢ € una
radice di f se, e solo se, (x — ¢) divide f.

elel:{eIRWNileY 11 Siano

f(x2) = ao+ a1z + avz® + - - - + anz”

un polinomio di grado positivo n a coefficienti in un anello
commutativo unitario A, e

() = qo+ 1z + goz° + - + g1z
il quoziente della divisione di f per (x —c¢), ¢ € A. Allora risulta:

Qn—-1 = 0Qn, Qn—2 = An—1 + Cqn—-1, - - - ,

g1 = a2+ cq2, go = a1+ cq1, ao+ cqo = f(c).



divisione veloce

12 1l corollario 11 permette di semplificare
I'algoritmo della divisione di f per (z—c). Si pu6 infatti eseguire
sinteticamente questa divisione usando lo schema seguente

an a’l’l—l .« e a’l aO
c g1 = cqr cdo
[ @n =qn-1 @n-1Ftcqn-1=¢qn-2 -+ ai1+cq =qo| a + cgo = f(c)

Per esempio, lo schema da usare per trovare il quoziente ¢(x)
e il resto r(x) della divisione fra 23 —32z° 4+ 72— 10 e x — 4 &

1 -3 7 |-10

4 4 4 | 44
1 1 11| 34

da cui si ricava q(z) = z° +x + 11 e r(x) = 34.



divisibilita in anelli di polinomi

13 Siano D un dominio di integrita unitario,
f € D[x] e c1, c2,...,c, radici a due a due distinte di f. Allora

(x—c1)(x—c2)---(x —cp) divide f.

Per n = 1 |'asserto é vero, riducendosi al teorema di
Ruffini. Se supponiamo n > 1 e procediamo per induzione su
n, abbiamo:

f=(x—c1)g e perogni i>1, f(e)=(ci—c1)q(ci) =0
= q(ci)) =0 = g=(x—co))(x—c3)---(x —cp)h, h € D[z]
= f=(x—c1)(x—c2) - (x—cn)h.

14 Siano D un dominio di integrita unitario,
f € D[x] e deg(f) = n > 0. Allora f possiede al piud n radici in
D.

Se ci,cp,...,cn SONO radici distinte di f abbiamo
(z—ci)(@—c2) - (@—cm) | f = m < deg(f).

OIS =AY/ V4alelNI=l 15 Nelle due proposizioni precedenti, l'ipote-
si che D sia dominio di integrita é essenziale. Per esempio, se
consideriamo il polinomio

f(x) =2+ x € Zs[x],
abbiamo:

e f(0)=f(3)=0¢e€ f non édeltipo f(x) =x(x —3)g(x);

e Oltre alle radici O e 3, f ha anche le radici 2 e 5.



principio d’identita dei polinomi

16 Trovare in Ze tutte le radici del polinomio x4
2x + 4.

S)S{eivalel 17 Provare che nel campo Z,, p primo, 1 ep—1
sono gli unici elementi che coincidono col proprio inverso.

18 (principio di identita dei polinomi) Se D ¢
un dominio di integrita unitario infinito, allora in D[x] vale il
principio di identita dei polinomi; cioé, se f,qg € Dlxz], allora
f = g se, e solo se, la funzione polinomiale di f € uguale a
quella di g.

La prima implicazione € ovvia. Per la seconda, se sup-
poniamo f #* g, abbiamo:

f=9 = f(a) =g(a) perogni ac D
= (f—9)(a) = f(a) —g(a) =0 perogni ae D =
esistono in D un numero di radici di f—g maggiore di deg(f—g)

= f—-g9g=0 = f=g = assurdo.



polinomi irriducibili e primi

Sia D un dominio di integrita unitario.

19 Sia f un polinomio non nullo a coefficienti in
D. Si dice che f é irriducibile su D se f € un elemento irriducibile
di D[z], cioé se non € invertibile in D[x] e

f=gh con g,h € D[x] = gohe' invertibile in D[z].

Se f non € irriducibile, si dice riducibile.Analogamente, si dice
che f € primo su D se f € un elemento primo di D[z], cioé se
non € invertibile in D[x] e

flgh con g,he D[z] = fl|g o f|h.

20 Sia K un campo. Allora un polinomio
f € K[x] € irriducibile su K se, e solo se, € un elemento primo
dell’anello K|zx].

21 Siano K un campo e f € K[z]. Allora (f) € un
ideale massimale in K[x] se, e soltanto se, f € irriducibile su K.

Supponiamo (f) massimale in K[z] e f = gh con g,h €
K|[z]. In queste ipotesi abbiamo (f) C (g) e quindi
(f) =(g) oppure (g) = Kl[z].

Nel primo caso abbiamo deg(f) = deg(g) € h € una costante.
Nel secondo caso g € una costante e deg(f) = deg(h). Ne segue
che f é irriducubile.

Supponiamo ora f irriducibile e sia I = (g) un ideale di K[z] che
contiene (f). Allora esiste h € K|[z] tale che f = gh e, essendo
f irriducibile abbiamo

g = costante oppure h = costante.

Nel primo caso risulta I = K|z], nel secondo (f) = (g). Ne segue
che I € massimale.



polinomi irriducibili e primi

= =evalelN 22 Provare che un polinomio di primo grado a
coefficienti in un campo K ha una radice in K ed € ivi irriducibile.

23 Sia K un campo. Ogni polinomio di gra-
do positivo a coefficienti in K € prodotto di polinomi irriducibili

su K.

HleldelivalelNI= 24 Sia D un dominio di integrita unitario.
Allora x € un elemento primo in Dlx].

Supponiamo x|fg, con f,g € D[z] €

f(x) =ao+aix+--- , gl&)=bo+br1+---.

Allora, deve essere agbg = 0 € essendo D un dominio di integrita,
abbiamo ap = 0 0 bp = 0. Nel primo caso z|f, nel secondo x|g e
resta cosi provato che x € primo.

25 Sia D un dominio di integrita unitario tale
che (x) sia un ideale massimale di D[x]. Allora D é un campo.

Sia a € D* e osserviamo che

a ¢ (z) ={xf(x) : f € Dlz]}

e quindi (x) € propriamente contenuto nell’ideale (a, ), pertanto
deve essere (a,x) = Alx]. Allora devono esistere due polinomi
h(x) =ho+ hix+--- e k(z) =ko+ k1z+ ---
tali che 1 = ah(x) + zk(x), da cui segue che ahg = 1, Ci0o€ a €

invertibile.

26 Sia A un anello commutativo unitario tale
che Alx] sia principale. Allora A € un campo.

A é sottoanello di A[x] e quindi € un dominio di integrita.
Allora I'ideale principale (x), essendo xz primo e Alx] principale,
risulta massimale in A[x]. Ne segue che A € un campo.



polinomi irriducibili e primi
27 Siano K un campo ed f € Kl[z] un poli-
nomio irriducibile di grado maggiore di 1. Allora K non contiene
radici di f.
Supponiamo per assurdo che K contenga una radice ¢ di
f. Allora avremmo:

f=@—-0c)q = deg(f) =1+deg(q) >1 = deg(q) >0

= f riducibile, un assurdo.

28 Provare che:

e il polinomio x? — 2 é irriducibile su Q) e riducibile su R,
e il polinomio x? + 4 & irriducibile su R e su Q.

29 In generale, la proposizione 27 non si pud
invertire; per esempio il polinomio (2 —2)(z? — 3), pur essendo
riducibile sul campo @ dei razionali, non ha radici razionali. Essa
pud invece invertirsi nel caso dei gradi 2 e 3.

30 Siano K un campo, f € K[x] di grado
2 0 3 e si supponga che f non abbia radici in K. Allora f é

irriducibile su K.
Supponiamo per assurdo che f sia riducibile. Allora

f = gh con deg(g) >0 e deg(h) >0
= deg(f) = deg(g) + deg(h) € {2,3}
= g O h ha grado uguale ad 1, per esempio g

= esistece K tale cheg(c) =0 = f(c¢) =0,
un assurdo.
31 Sia K un campo. Provare che un polinomio

f € Kl[z] di grado 2 o 3 € riducibile su K se, e solo se, f ha una
radice in K.



