campo dei quozienti di un dominio d’integrita

1 Se D e un dominio d’integrita, Q(D) non
contiene sottocampi propri contenenti D.

Sia K un sottocampo di Q(D) contenente D. Allora
KDOD=ablecK,Va,beD,b#* 0= K D Q(D).

2 Sia D un dominio d’integrita. Sia K un
campo contenente D come sottoanello e privo di sottocampi
propri contenenti D. Allora K € isomorfo a Q(D).

La prop.?? assicura che F = {ab™! : a,be D,b# 0} é
un sottocampo di K contenente D e isomorfo a Q(D). Ne segue
che K = F ~ Q(D).

Le ultime due proposizioni hanno il seguente corollario di im-
mediata dimostrazione.

3 Siano K un campo ed A un sottoanello di K.
Allora il sottocampo di K generato da A € isomorfo al campo
dei quozienti di A.

Avvertiamo il Lettore che nel seguito, se K € un campo e A un
suo sottoanello, con abuso di notazione, identificheremo spesso
Q(A) col sottocampo di K generato da A; porremo cioé

Q(A) ={ab"! : a,be A, b# 0}. (1)



estensioni quadratiche

Sia A un sottoanello unitario del campo C dei numeri complessi
e osserviamo che A é un dominio di integrita. Sia inoltre u
un elemento non quadrato di A, cioé un elemento per cui non
esiste alcun z € A tale che z2 = w.

4 Sia y/u un numero complesso il cui quadrato
sia u. Si chiama estensione quadratica di A ottenuta aggiun-
gendo una radice quadrata /u di u, e si denota con A[y/u], il
sottoanello di C' generato da AU {y/u}, cioé

AlVul={a+bJu : a,be A}

5 Se z = a+ bJ/u é un elemento di A[y/u],
I'’elemento zZ = a — by/u Si chiama coniugato di z. Il prodotto
n(z) = zz si chiama norma di z.

Poiché risulta

n(a 4+ bv/u) = (a + bv/u)(a — by/u) = a? — ub?,

la norma di un elemento di A[\/u] € un elemento di A. Inoltre si
ha:

® a=a <& acA;

o n(a) =a’? & ac A
e n(0)=0en(l)=1;
o n(2122) = n(z1)n(22);

o n(z7!)=n(z)"1



estensioni quadratiche
6 Un elemento z € A[\/u] € invertibile in A[\/u]

se, e solo se, la norma n(z) € invertibile di A. Inoltre, se A € un
campo, allora A[\/u] € un campo.

Se z € invertibile in A[\/u], risulta

1 =n(1) =n(zz™Y) =n)nz)"1,
Cioé n(z) € invertibile in A. Se n(z) € invertibile in A, risulta
1 =n(n)"t=z2znz)""t=2GnGE"),
Cio€é z € invertibile in A[y/u].
Per |la seconda parte, basta osservare che, se A € un campo, la

norma di un suo elemento # 0 non € nulla, altrimenti u sarebbe
un quadrato in A.

(@IN =AY/ Va(@I=8 7 I| campo dei numeri complessi € |' esten-
sione quadratica del campo reale ottenuta aggiungendo una
radice quadrata di —1.

8 L'applicazione
¢ z€ A[Vu] — z € A[Vu]

é un automorfismo di A[y/u], che si chiama coniugio. E' imme-
diato verificare che ¢? é I'identita e che c fissa tutti gli elementi
di A.



estensioni quadratiche

el delivaleINI=l O GIli unici automorfismi di A[\/u] che fissano
ogni elemento di A sono il coniugio e I'automorfismo identico.

Se f € un automorfismo del tipo richiesto e poniamo
v = /u, abbiamo u = v? = f(v?) = f(v)? e quindi
0=1v"— f(v)* = (v— f())(v+ f(v)).

Ne segue che v — f(v) = 0 oppure v + f(v) = 0. Nel primo
caso si ha subito che f é I'identita. Nel secondo caso abbiamo
f(v) = —v e quindi, per ogni z = a + bv € A[\/u],

f(z) = fla+bv) = f(a) + f(b)f(v) =a—bv=27%;

ne segue che f € il coniugio.

ool {eIMW\(eR 10 GI/i unici automorfismi del campo comp-
lesso che fissano ogni elemento del campo reale sono il coniugio
e l'automorfismo identico.

11 Denotata con i = /=1 I'unitda immaginaria
di C, la estensione quadrati-ca

Zlil={a+bi : a,be 7}
Ssi chiama anello degli interi di Gauss.



polinomi simmetrici

I INivaelN[=l 12 Siano K un campo € f(x1,z2,...,2,) UN POli-
nomio in n indeterminate a coefficienti in K. Possiamo allora

considerare l'insieme

Gf = {0‘ eSS, f(:cl,xg, ,a:n) = f(ZCJ(l),CCJ(Q), “')xo(n))}a

che, come subito si prova, risulta un gruppo di permutazioni su
N,. Tale gruppo si chiama gruppo delle simmetrie di f; si dice
inoltre che f € simmetrico, o invariante, rispetto ad un gruppo
di permutazioni G su N, se risulta G < Gy. Quando accade che
G = Sy, il polinomio f si dice simmetrico.

EEEVIEE) 13 1l polinomio z3 4+ xixe + 23 € simmetrico. Il
polinomio
f(x1, 22,23, 24) = x172 + 324
non € simmetrico e il suo gruppo delle simmetrie &
Gf - {17 (172)7 (374)7 (172)(374)7 (173)(274)7
(174)(273)7 (1737 27 4)7 (1747273)}’

EEEYEE) 14 1 seguenti polinomi in n indeterminate a coeffi-
cienti in un campo K sono simmetrici:

n

o1= z1+zT2o+ -+ = > x,
i=1

o2 = 12+ 13+ -+ Tp—1Tn = Y. zizy,
1<i<j<n

03 = T1T2T3 + T1T2T4 + -+ + Tn—2Tp—1Tn = > mizmjTg,
1<i<j<k<n

Op = X1Z2 - Tnp,

essi prendono il nome di polinomi simmetrici elementari.



polinomi simmetrici

Riportiamo la proprieta fondamentale dei polinomi simmetri-
Ci elementari che, tra I'altro, giustifica anche |' aggettivo ele-
mentare usato per questi polinomi.

==YV 15 Siano K un campo e f(x1,xo,...,xn) UN poli-
nomio simmetrico a coefficienti in K. Allora esiste un unico

polinomio

fs(x1, 22, ...,2n) € K[z1,22,..., T0]
tale che

f(CUl,.CUQ, ...,:Bn) — fs(o-l, 0-2, ceey O-n).

m 16 Assegnato il polinomio simmetrico f(z) = z? +

x1T2 + x5, risulta
fo(z1,22) = 27 — 22,
infatti si ha:
fs(o1,02) = fs(x1 + x2, w122) =
(z1 4+ $2)2 — T1To = a:% + x120 + x% = f(x1,x2).

17 Siano K un campo e Ki[z1, %2, ...,x,] I'insieme
dei polinomi simmetrici a coefficienti in K nelle indeterminate
x1,T2,...,Tn. Provare che Kg[xi1,x>,...,x,] € un sottoanello di
Klz1,xo,...,zn] € che risulta

Ks[a’;l,a’;Q, ...’xn] == K[O-]_, 0-2, ceey Un].
Provare, inoltre, che K[x1,x>,...,x,] non € un ideale di

Klx1,22,...,24].



