divisibilita in Z

1 Dati due interi a € b, con b # 0, si dice che b
divide a se esiste un intero ¢ tale che a = be. In questo caso
si usa la notazione b | a e si dice anche che b € un divisore o
fattore di a, ovvero che a € un multiplo di b, 0 ancora che a

& divisibile per b.
Valgono le seguenti proprieta:

e 1 e —1 sono gli unici divisori di 1.

e O & divisibile per ogni intero non nullo.

e O non divide alcun intero .

e b|a < il resto della divisione tre a e b € 0.

ea|bebla < a= £b (in questo caso a e b si dicono
associati ).

e Se ¢ € un divisore di a e di b, allora ¢ divide ogni intero del
tipo ma + nb, ove m,n sono interi.

(O1IS A3V Valel\I=8 2 E’' chiaro che ogni intero non nullo a € mul-
tiplodi 1, —1,a, —a. Per tale motivo 1,1,a,—a si dicono divisori banali
di a. Un divisore non banale di a, se esiste, si dice proprio .



massimo comune divisore

pIAaNIv4lelN[= 3 Un intero d si dice massimo comune divisore
di due assegnati interi a e b se d divide a e b e se ogni divisore
di a e b é anche un divisore di d.

@IH =NV VAONNI=R 4 Se a € b hanno un massimo comune divi-
sore d, allora ne hanno esattamente due: d e —d.

OIS =AY/ V4lelI=8 5 Un massimo comune divisore di a € b é
anche un massimo comune divisore di a e —b.

@I = V/:VAeIN[= 6 Sia a = bg + r. Un intero d € massimo co-
mune divisore di a € b se, e soltanto se, d € massimo comune

divisore di b ed r.



algoritmo di Euclide

7 (algoritmo di Euclide) Se a,b sono interi non
nulli, allora esiste un massimo comune divisore di a e b.

In forza delle ultime osservazioni non € restrittivo sup-
porre che a e b siano positivi. Costruiamo |la seguente succes-
sione di divisioni, fino ad ottenere un resto uguale a zero:

a = bgqg1+ 171 con 0 <r;<hb,
b = rigx+r1ro con 0 <rpy<r,
re = 1roq3 -+ 73 con 0 <rz<ry,
rTo = 7133+ Ta con 0 < rp_o <713,
Th—4 = Tp—3qr—2+Tk—2 con 0 <rq<rs3,
Th—3 = Tkp—2qp—1 T+ Tk—1 con 0 < rp_1 <7Tp_2,
Tk—2 = Tk—1qk + Tk con rp =
Allora, in forza dell’osservazione precedente, abbiamo che r._4
& un massimo comune divisore di a e b.

8 (identita di Bézout) Siano a,b interi non nulli
e d un loro massimo comune divisore. Allora d si puo scrivere
come combinazione lineare di a e b a coefficienti in Z, esistono
cioé due interi m,n tali che

d = ma + nb.

Partendo dalla prima delle divisioni scritte nel corso della
dimostrazione precedente e andando verso le successive, abbi-
amo

rr = a— bqi,
ro = b—rigx = (—¢2)a+ (14 q192)b
r3 = r1—12g3 = (14 qoq3)a+ [—q1— (14 qig2)q3]b

e, cosi continuando, abbiamo che ogni r; € combinazione lineare
a coefficienti in Z di a e b. In particolare questa proprieta sara
vera per rp_1 €, essendo d = +ri_1, I'asserto € completamente

provato.



esercizio

EEEVEE) 9 Vediamo come lavora I'algoritmo di Euclide nel
caso a =306 e b =135

306 = 1352436 con 0<36 < 135,
135 = 36:-3427 con 0<27 < 36,
36 = 27-1+409 con 0<9 <27,

27 = 9-340.

L'ultimo resto non nullo € 9, che quindi € un massimo comune
divisore di 306 e 135.

Adesso scriviamo d = 9 come combinazione lineare a coefficienti
interi di a =306 e b= 135. Abbiamo:

36 =306 —-2-135,
27 =135—-3-36 =135—-3(306 —2-135) = —-3-306+ 7 - 135,

9=36-27 = (306—2-135)4+(—3-306+7-135) = 4-306—9-135.
Gli interi cercati sono, dunque, m =4 e n = —9.



esercizi

=i evaleN 10 Provare che due interi non nulli a,b hanno un
unico massimo comune divisore positivo (che si denota con
MCDC(a,b)).

11 Sia d = +MCD(a,b) e supponiamo a = da; €
b = dby. Provare che risulta MCD(a1,b1) = 1 (in questo caso a1
e by si dicono coprimi).

=S evaiel 12 Siano a e b coprimi e a divida be. Provare che
a divide c.

== evaiel 13 Dare la definizione di minimo comune multiplo
di due interi non nulli.

14 Sia d = MCD(a,b) € ab = dm. Provare che m
€ un minimo comune multiplo di a,b.

=Si=evaiel 15 Se a e b sono coprimi, provare che ab € un
minimo comune multiplo di a e b.

16 Provare che due interi non nulli a,b hanno
esattamente due minimi comuni multipli, che sono l'uno I'op-
posto dell’altro (I'unico minimo comune multiplo positivo di a,b
si denota con mem/(a,b)).

A devaleN 17 Estendere le definizioni di minimo comune mul-
tiplo e di massimo comune divisore al caso di piu di due interi.



