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Capitolo 3

Richiami sui campi

3.1 1l campo dei quozienti di un dominio di integrita
Sia D un dominio d’integritd. La relazione ~ su D x D* definita da
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be

risulta d’equivalenza ed il relativo insieme quoziente si denota con Q(D). La classe d’equivalenza
[(a,b)] di una coppia (a,b), che si denota con

a
— ocon a/b,

b

si chiama frazione di numeratore a e denominatore b. Le seguenti proprietd sono di facile verifica:
=< & (a,b) ~(¢,d) & ad = b

o = % , per ogni elemento ¢ € D*;

a__d ¢ _ adtbe _ d'd'+bv'c .
Y, =Vod—d T bd — vd
a_d c¢c_c ac _ da'd
=V d—d 7 bd — vd-

Risultano, pertanto, ben definite in Q(D) le seguenti operazioni di addizione e moltiplicazione:

ad + bc ac ac

C
Y47 Td 0 bvd bd

a
b

La struttura (Q(D),+) é un gruppo abeliano additivo nel quale lo zero é dato dalla frazione %,
con d € D* e 'opposto di un elemento { ¢ 5*. La moltiplicazione ¢ associativa, commutativa,

distributiva rispetto all’addizione ed eredita dalla moltiplicazione di D anche la validitd della
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40 IL CAMPO DEI QUOZIENTI

legge di annullamento del prodotto, cioé

ac a c
Ne segue che Q(D)* = Q(D)\ {0} é stabile rispetto alla moltiplicazione. La struttura (Q(D)*,-)
é un gruppo abeliano moltiplicativo nel quale I'unita é data dalla frazione &, con a € D\ {0}, e

I'inverso di un elemento non nullo 7 é 3. Resta pertanto provata la seguente proposizione.
PROPOSIZIONE 3.1.1. La struttura (Q(D),+,-) é un campo. H

DEeFINIZIONE 3.1.2. Il campo (Q(D), +, ) prende il nome di campo dei quozienti del dominio
di integritd D e sard denotato semplicemente con Q(D). ]

OSSERVAZIONE 3.1.3. Il campo (Q(Z),+,-) dei quozienti di Z é il campo @ dei razionali. [
Fissato ora un elemento b € D*, definiamo ’applicazione
b
i:a€eD — %EQ(D)

e osserviamo che essa non dipende dalla scelta di b in D* perché é

ab  ac
b ¢’
per ogni ¢ € D*. Inoltre, risultando

(x+y)b ab+yb xb+ybd
b b b b
xb® +byb b yb | .
=T Ty Ty =i(z) + i(y);
xyb xybb  xbyb  xbyd ., .
BT o b R b @i
la funzione 7 é un omomorfismo con nucleo nullo

b
Keri={a€D : %:0}:{0}.

i(r+y) =

i(zy) =

Ne segue che 7 é un monomorfismo canonico, nel senso che é indipendente dalla scelta dell’ele-

mento b in D*, e quindi
ab

D~z‘(D):{b : aeD}gQ(D).

Abbiamo cosi che Q(D) contiene il sottoanello i(D) canonicamente isomorfo ad D.

Nel seguito, con abuso di linguaggio e di notazione, identificheremo D e i(D), cioé penseremo
D come ottoanello di Q(D), e scriveremo a = i(a), per ogni a € D. Con questa notazione, per
ogni ¢ € Q(D)*, abbiamo

r xbbd xb (yb B _
Lol =T () =i e
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e cosi possiamo scrivere

QD) ={ab™' : abeD,b#0}.

EseEmPIO 3.1.4. L’anello Z[xz] dei polinomi a coefficienti interi é un dominio d’integritd e quindi
possiamo considerare il suo campo dei quozienti

_ [ f@)
azle) = {28 < ggezigro}
Gli elementi di Q(Z[x]) si chiamano funzioni razionali su Z. O

Esempio 3.1.5. Se F' é un campo, il campo dei quozienti di F[z], 'anello dei polinomi a
coefficienti in F, si denota con F(x). Gli elementi di F'(x) si chiamano funzioni razionali su
F. O

Esercizio 3.1.6. Siano D1, Ds domini di integritd isomorfi e f : D1 — Da un isomorfismo.
Provare che lapplicazione

¢ fean) ~ Ll eany
¢ ben definita e risulta un isomorfismo fra Q(D1) e Q(D2). O

EseErcizio 3.1.7. Provare che il campo dei quozienti del dominio d’integritda (2Z,+,-) € iso-
morfo al campo razionale. 0

OsSERVAZIONE 3.1.8. Due domini d’integritd non isomorfi possono avere campi dei quozienti
isomorfi. Abbiamo, infatti, visto che (Z,+,+) e (2Z, 4+, -), che non sono isomorfi, hanno entrambi
campo dei quozienti isomorfo al campo razionale. ]

PROPOSIZIONE 3.1.9. Siano K un corpo e A un sottoanello commutativo di K. Allora A é un
dominio di integritd e Q(A) € isomorfo al sottocampo F di K definito da

F={ab™' : abecA,b+#0}.

In particolare, se A € un campo, abbiamo F = A, cioé ogni campo € isomorfo al proprio campo
dei quozienti.

DiMOSTRAZIONE. L’applicazione
@ -1
f:EEQ(A)Hab eK

¢ un monomorfismo. Allora f(Q(A)) = F é un campo perché isomorfo a Q(A). O

PROPOSIZIONE 3.1.10. Se D € un dominio di integritd, Q(D) non contiene sottocampi propri
contenenti D.

DIMOSTRAZIONE. Sia F' un sottocampo di Q(D) contenente D. Allora

FOD=abteF,Va,beD,b#0=FDQ(D).
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ProproOsi1ZIONE 3.1.11. Sia D un dominio di integritd. Sia F un campo contenente D come
sottoanello e privo di sottocampi propri contenenti D. Allora F € isomorfo a Q(D).

DIMOSTRAZIONE. K = {ab™! : a,b € D, b # 0} é un sottocampo di F contenente D e
isomorfo a Q(D). Ne segue che F = K. O

Le ultime due proposizioni hanno il seguente corollario di immediata dimostrazione.

COROLLARIO 3.1.12. Siano K un campo ed A un sottoanello di K. Allora il sottocampo di K
generato da A € isomorfo al campo dei quozienti di A.

3.2 Sottocampo fondamentale di un corpo

Sia A un anello.

DEFINIZIONE 3.2.1. Se non esiste alcun intero positivo n tale che na = 0, per ogni elemento a
di A, si dice che A ha caratteristica zero. Nel caso contrario, il minimo intero positivo ¢ per cui
ca = 0, per ogni elemento a di A, prende il nome di caratteristica di A. O

OSSERVAZIONE 3.2.2. L’anello nullo é 'unico anello di caratteristica 1. O

EsErcizio 3.2.3. Provare che:

e 'anello Z degli interi ha caratteristica zero;

o 'anello Z,, degli interi modulo m ha caratteristica m;

e il campo razionale @, il campo reale R ed il campo complesso C hanno caratteristica zero;

e l'anello M, (A) delle matrici quadrate d’ordine n su un anello A ha la stessa caratteristica di
A;

e l'anello Alz]| dei polinomi a coefficienti in un anello A ha la stessa caratteristica di A. O
Supponiamo ora che ’anello A sia unitario e non nullo. Denotati con u 'unitd di A e con 1

I'unita di Z, 'applicazione
fineZ - nueA (3.1)

¢ un morfismo di anelli unitari; infatti, per ogni n,m € Z, si ha

1. f(n+m) =+ m)u=nu+mu= f(n)+ f(m),

2. f(nm) = (nm)u = n(mu) = (nu)(mu) = f(n)f(m),
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3. f(1) = 1u = u.
DEFINIZIONE 3.2.4. L’immagine dell’ omomorfismo (3.1),
Imf={nu:neZ}~Z/Kerf, (3.2)

che é un sottoanello di A, prende il nome di sottoanello fondamentale di A e si denota con

E(A). O

TEOREMA 3.2.5. Il sottoanello fondamentale E(A) di un anello unitario e non nullo A é
isomorfo a Z o a Z,., secondo che A abbia caratteristica rispettivamente 0 o c.

DiMoOSTRAZIONE. Dalle (3.1) e (3.2) segue che E(A) (~ Z/ker f) é isomorfo ad un quoziente
di Z e da ci6 segue l'asserto. ]

PROPOSIZIONE 3.2.6. Sia A un anello unitario integro di caratteristica ¢ # 0. Allora ¢ € un
numero primo ed E(A) € un campo finito d’ordine c.

DIMOSTRAZIONE. Se ¢ # 0 e A é integro, anche E(A) ~ Z. é integro. Ne segue che E(A) é
un campo d’ordine finito ¢ e ¢ é primo. O

PrOPOSIZIONE 3.2.7. Sia A un dominio d’integritd unitario di caratteristica p > 0. Per ogni
intero positivo n e per ogni a,b € A, risulta

(e

(a4 b)P" =a" +b°". (3.3)

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che risulta

(a+b)P = f:o (f)aibp*"

—1
= aP + P —i—pz (P)a'vP~
i=1

7!

_ S p @2 i) i
=1

Poiché

7!

(p) _pp=1=2)---(p—i=1)

é un intero e p é primo,

P-Dp—-2)---(p—i—1)
i!
deve essere a sua volta un intero, per ogni 7 tale che 1 <7 < p — 1. Ne segue che per tali valori
di ¢, il binomiale (f) ¢ un multiplo di p e quindi (’;) a’b?~" = 0. Resta cosi provato che

(a+b)P = aP + P

Ora, se nell’ultima uguaglianza eleviamo n volte ambo i membri alla potenza p—esima, otteniamo
I’asserto. O
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DEFINIZIONE 3.2.8. Sia K un corpo. Allora il sottoanello fondamentale E(K) é un dominio
di integrita e la caratteristica ¢ di K é zero o un numero primo. Inoltre il campo dei quozienti
Q(E(K)) di E(K) é isomorfo al sottocampo di K

E(K)={ab™' : ac E(K), bec E(K)*}.
Il sottocampo E(K) si chiama sottocampo fondamentale di K. ]

PROPOSIZIONE 3.2.9. Sia K un corpo di caratteristica c. Allora si ha

ec=0= EK)~Q;
e c#£0 = céun primo e E(K) ~ Z;

e E(K) é I’ intersezione di tutti i sottocorpi di K.

DimosTRAZIONE. E’ lasciata per esercizio al Lettore. O

3.3 Estensioni di campi

Siano F' e K due campi.

DEeFINIZIONE 3.3.1. Diciamo che F é un’ estensione di K se K é un sottocampo di F. Per
indicare che F é estensione di K si usa la notazione F//K.

Se F' é un’estensione di K ed a un elemento di F, denotiamo con K[a] e K(a) rispettivamente
il sottoanello ed il sottocampo di F' generati da K U {a}. O

PROPOSIZIONE 3.3.2. Sia F' un’estensione di K. Per ogni elemento a € F, risulta
Kla] = {f(a) : f e Klz]}. (3-4)
Ne seque che K(a) é il campo dei quozienti di K|a], cioé
K(a) = {f(a)g(a)™" : f.g € K[a], ga) # 0}. (3.5)

DiMOSTRAZIONE. Ogni sottoanello di F' contenente K ed a contiene tutte le potenze a™, n > 0,
e quindi tutti gli elementi del tipo

bo + bra + baa® + - - - + bya™

al variare di n in N, e degli a; in K. Tali elementi formano un sottoanello di F' contenente K
ed a e abbiamo cosi la (3.4). La (3.5) segue dal corollario 3.1.12. O

Nel seguito F' denotera sempre un’ estensione di K e a un elemento di F.
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DEeFINIZIONE 3.3.3. Il sottocampo K (a) di F, generato da K U {a}, é un’ estensione di K che
si chiama estensione semplice di K mediante a. ]

OSSERVAZIONE 3.3.4. L’estensione K (a) di K ¢é il minimo (rispetto all’ inclusione) sottocampo
di F contenente K e l’elemento a. Naturalmente K (a) contiene KJa]. O

Esercizio 3.3.5. Provare che Kla] = K se, e soltanto se, a € K. O

Ricordiamo che vale il seguente teorema.

PROPOSIZIONE 3.3.6. L’anello K|x| dei polinomi a coefficienti in un campo K € principale
e, quindi, ogni suo ideale € generato da un unico elemento. Inoltre, i generatori di un ideale
J di K[z] sono tutti e soli i polinomi di grado minimo contenuti in J'. Infine, un ideale J ¢é
massimale se, e solo se, un suo generatore (e quindi tutti) é un polinomio irriducibile. O

DEFINIZIONE 3.3.7. Detto a un elemento di F, possiamo considerare 1’ ideale I, = I,(K) di
K|z] definito da

I,:={f€Kl[z] : f(a)=0}.

Se I(a) # (0), cioé se esiste un polinomio non nullo a coefficienti in K avente a come radice, I’
elemento a si dice algebrico su K; nel caso contrario si dice trascendente su K. Nell” ipotesi che
a sia algebrico su K, il polinomio minimo p(x) dell’ ideale I, si chiama anche polinomio minimo
di a su K; in altre parole p(z) é 'unico polinomio monico tra tutti i polinomi in K[z di grado
minimo che si annullano su a. O

PROPOSIZIONE 3.3.8. Sia a € F' un elemento algebrico su K. Allora il polinomio minimo p(z)
dia su K é irriducibile e, di consequenza, I, € un ideale massimale di K[x].

DiMmosTRAZIONE. Nelle nostre ipotesi, se poniamo p = fg, con f,g € K|x], abbiamo p(a) =
f(a)g(a) = 0 e quindi deve essere f(a) = 0 oppure g(a) = 0. Nel primo caso, avendosi deg(f) <
deg(p) ed essendo p di grado minimo tra i polinomi di K[x] che si annullano su a, risulta
deg(f) = deg(p) e quindi g é una costante. Nel secondo caso si ragiona allo stesso modo e si
ottiene cosi I’ asserto. O

EsempIO 3.3.9. Riportiamo alcuni esempi di numeri reali trascendenti? sul campo razionale.

1
107

118

e (,10100100000010...010...010...0--- =
NN~

A 51 6! !

n

Questo ¢é storicamente il primo esempio di numero trascendente; la sua trascendenza fu provata

da J.Liouville nel 1844.

e ¢ = base dei logaritmi naturali.

'Tra i polinomi che generano .J ve ne é uno solo monico: il polinomio minimo di J.
2La distinzione fra numeri algebrici e trascendenti su Q fu fatta esplicitamente per la prima volta nel 1744 da
L.FEuler e solo dopo un secolo fu trovato il primo esempio di numero trascendente.
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La trascendenza di questo numero fu provata da C.Hermite nel 1873.

e 7 = rapporto fra la misura di una circonferenza e quella di un suo diametro.

La trascendenza di questo numero fu provata da C.Lindemann nel 1882.

e Se a,b sono algebrici, a # 0,1 e b é irrazionale, allora a’ é trascendente. Per esempio, 2V2 ¢
trascendente. O

EseErcizio 3.3.10. Sia a € F un elemento algebrico su K. Provare che ogni elemento di K €

algebrico su K e che I’ elemento a appartiene a K se, e solo se, il polinomio minimo di a su K
é (z—a). O

EseErcizio 3.3.11. Siano a,b due numeri reali tali che a +b e ab sono razionali (per esempio
34+v2e3— \/i) Provare che a e b sono algebrici sul campo razionale. O

PROPOSIZIONE 3.3.12. Siano F/K un’estensione ed a un elemento di F. Provare che l'appli-
cazione

va : [flz) e Klz] — f(a) € Kla] (3.6)

€ un epimorfismo di anelli. Dedurne che:

o ['ideale Kerp, =1, e
K[a)/I. ~ K[a]; (3.7)

e a € trascendente su K < Kz] ~ K[a] & K(z) = Q(K[z]) ~ K(a);

e se a € algebrico su K, detto p(x) il polinomio minimo di I,, risulta

Io=(p) e Kla]~ K[z]/(p). (3.8)
DimosTRAZIONE. E’ lasciata per esercizio al Lettore. O

EsErcizio 3.3.13. Sia p(x) € K[z]| un polinomio monico, irriducibile e tale che p(a) = 0, con
a elemento di un’estensione di K. Provare che p(x) é il polinomio minimo di a su K. O

PROPOSIZIONE 3.3.14. L’elemento a € algebrico su K se, e solo se, risulta

DIMOSTRAZIONE. Sia a algebrico su K e sia p(z) il polinomio minimo di a su K. Poiché p(x)
é irriducibile su K, l'ideale I, é massimale in K[z] e quindi K[z]/I, é un campo. Allora K|a],
essendo isomorfo a K[z]/I,, é un campo contenuto in K (a) e quindi risulta K|a] = K(a).

Se Kla] = K(a), allora K[z]/I, é un campo. Ne segue che I, é un ideale massimale, quindi
non nullo, in Kz|. Esistono dunque polinomi non nulli in K [z] che si annullano su a e cosi a é
algebrico su K. O
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PROPOSIZIONE 3.3.15. Se lelemento a € algebrico su K ed n € il grado del suo polinomio
minimo p(z) su K, allora ogni elemento b € K(a) si scrive in modo unico nella forma

b=bo+bra+bya®+ - +b,_ 10", (3.9)
con b; € K; risulta cioé
K(a) = {f(a) : f € Kla], deg(f) < n}. (3.10)

DIMOSTRAZIONE. Se b € K(a), in forza della proposizione precedente, abbiamo b = f(a), con
f € KJz]. Se gq(x),r(z) sono quoziente e resto di f(z) per p(z), abbiamo

b= f(a) = p(a)g(a) +r(a) = r(a)
e, essendo r(x) nullo o di grado minore di p(z), si ha subito la (3.9). Ora, se supponiamo

2 —1
b=co+cra+coa® + - +cp_1a" ",

risulta

0= (bo — co) + (b1 — c1)a+ (b2 — c2)a® + - - +(bp—1 — cp—1)a"?,

da cui, essendo n il grado del polinomio minimo di a su K, ricaviamo
bo=co, b1 =c1, ...y b1 = cp1,
come volevamo dimostrare. O

EseErcizio 3.3.16. Sia K|[z| l’anello dei polinomi su un campo K nell’indeterminata x. Provare
che il campo Q(K|z]) delle funzioni razionali su K é un’estensione di K, che x € un elemento
trascendente su K e che K(x) = Q(K]|x]). Inoltre, usando la (3.7), provare che un’estensione
semplice K (a) € isomorfa a Q(K|[z]) se, e solo se, a € trascendente su K. Dedurne che estensioni
semplici mediante elementi trascendenti di uno stesso campo sono tra loro isomorfe. O

DEFINIZIONE 3.3.17. La nozione di estensione semplice di un campo K si generalizza nel se-
guente modo. Siano a1, ae, ..., a, elementi di F, ove F' é un’ estensione di K. Il sottocampo di F
generato da K U {aj,aq,...,a,} é un’ estensione di K che si chiama estensione di K mediante
gli elementi ay,as, ...,a, e si denota con K(ay,as, ..., an). O

OSSERVAZIONE 3.3.18. Siano F//K un’estensione e aq, ag, ..., a, elementi di F. Il campo
K(ai,ag,...,a,)
é il minimo (rispetto all’ inclusione) sottocampo di F' contenente K e gli elementi a1, ag, ..., ay. 11

campo K (ay,as, ..., a,) contiene il sottoanello di F' generato da KU{a1, ag, ..., a, }, che denotiamo
con Klai,ag,...,ay], ed é isomorfo al campo dei quozienti Q(K a1, ag, ..., a,]) di tale anello. [
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EsErcizio 3.3.19. Provare che, per ogni a1, as, ..., a, € F, risulta
Klay,ag,...,an) = {f(a1,a2,...,an) : f € K[z1,22,....,2p]}.

Ne seque che
K(ay,ag,...,an) =

{f(a1, a2, ...,an)g(a1, az, ...,an)_l : f,9 € K|z, ..,zy], g(a1,..,an) # 0}.

Provare inoltre che
(K(a1,a2,...,an-1)) (an) = K(a1, a2, ...,an).
O

Sia F'/K una estensione. Allora F' pud essere considerato come spazio vettoriale su K e, in
questo contesto, parleremo di insiemi di elementi di F' indipendenti su K, di basi di F' su K,
ecc. .

DEFINIZIONE 3.3.20. La dimensione di F' su K prende il nome di grado di F' su K e si denota

con (F: K). O
OSSERVAZIONE 3.3.21. E’ chiaro che risulta (F': K) = 1 se, e solo se, F' = K. O
EseEmMPIO 3.3.22. L’insieme {1,i} é una base di C' su R e quindi risulta (C' : R) = 2. O

Esempio 3.3.23. Siano a un elemento algebrico su un campo K ed n il grado del polinomio
minimo di @ su K. La prop. 3.3.15 assicura che (K(a) : K) = n. O

PROPOSIZIONE 3.3.24. Siano F' e K due campi finiti e supponiamo F estensione di K di grado
n. Allora, se K ha ordine q, il campo F ha ordine q".

DiMOSTRAZIONE. Il campo F, come spazio vettoriale su K, ha dimensione n e, quindi, é
isomorfo allo spazio vettoriale numerico K™. Abbiamo cosi

|F|=|K"|=|K|"=q",
cioé ’'asserto. O

TEOREMA 3.3.25. (teorema della moltiplicazione dei gradi) Siano F/L e L/K estensioni
di grado finito. Allora F/K € una estensione di grado finito e risulta

(F:K)=(F:L)(L:K).

DIMOSTRAZIONE. Siano
X =A{z1,..,xn}

una K-base di L,
Y ={y1, .. ym}

una L-base di F' e poniamo

B={zy; : i=1,..,n, j=1,..,m}.
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Ora osserviamo che B C F' é indipendente su K perché

Zbijxiyj =0, bij e K=

Zbij-fiyj = Z (Z bmxz) Yj = 0 s Z bijxi el =

J
> by =0, Vj = by =0, Vi, j.
i
D’altra parte abbiamo
acF=a=cuy+coy2+-+cnYm, ¢; € L=
cj = bijx1 +byjxa + - + by, bij € K =
a= (Z bilxi) v+ (Z bi2$i> Yo+ -+ (Z bim$i> Ym = Y bijTiyj,
e quindi B é un generatore di F' su K. Ne segue I’ asserto. O
Il teorema precedente ammette la seguente generalizzazione, la cui dimostrazione é lasciata come

esercizio al Lettore.

PROPOSIZIONE 3.3.26. Siano F/L e L/K estensioni. Siano, inoltre, X una base di L su K e
Y wuna base di F' su L. Provare che

B={zy:ze€X,ycY}
€ una base di F' su K.

DEFINIZIONE 3.3.27. Si dice che F' é un’estensione algebrica di K, o che F' é algebrico su K, se
ogni elemento di F' é algebrico su K. Nel caso contrario, cioé se F' contiene almeno un elemento
trascendente su K, si dice che F' é un’ estensione trascendente di K, o che F é trascendente su
K. O

PRrROPOSIZIONE 3.3.28. Sia F/K un’estensione di grado finito n. Allora F ¢é algebrico su K e
ogni elemento di F' é radice di un polinomio su K di grado non superiore ad n.

DIMOSTRAZIONE. Sia a un elemento di F*. Se esistono i, j € {0,1,..,n} tali che a’ = a/, allora
a é radice del polinomio (z* —27) € K[x]. Nel caso contrario, a’ = 1,a' = a,a?, ..,a™ sono n +1
elementi a due a due distinti di F' e quindi linearmente dipendenti su K. Ne segue che esistono
degli elementi b; € K non tutti nulli tali che

bo + bia + baa® + -+ - + bya™ = 0.
L’elemento a é dunque radice del polinomio non nullo
f(x) = by + b1z + boa® + - + bya™ € K[z

cioé 1’ asserto. O
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COROLLARIO 3.3.29. Siano F'/K un’ estensione e a un elemento di F' algebrico su K. Allora
K(a) € algebrico su K.

DIMOSTRAZIONE. L’asserto segue dall’ essere (K (a) : K) uguale al grado del polinomio minimo
di a su K. O

PrROPOSIZIONE 3.3.30. Sia F//K un’ estensione. Allora F' ha grado finito su K se, e soltanto
se, esistono degli elementi ay,as,..a, in F algebrici su K e tali che F = K(a1,ag, .., ay).

DIMOSTRAZIONE. Sia (F': K) =n esia {ay,..,a,} una K-base di F. Allora K(ay,..,a,) C F
e , per ogni b € F, abbiamo

b=bia; + - +byan, by € K =bec K(a,..,an).
Ne segue che F' = K(ay,..,ay) € ogni a; é algebrico su K perché F, avendo grado finito su K, é
algebrico su K.

Sia ora F' = K(ay, .., ay), con tutti gli a; algebrici su K. Poiché per n = 1, K(a;1) ha grado finito
su K, possiamo ragionare per induzione su n > 1. In queste ipotesi, L = K(ay, .., a,—1) ha grado
finito su K e ay, essendo algebrico su K, é algebrico su L. Ne segue che

K(ay,..,an—1)(an) = K(a1,..,an)
ha grado finito su K, per il teorema della moltiplicazione dei gradi. ]

PROPOSIZIONE 3.3.31. Siano F/L e L/K estensioni algebriche. Allora F/K ¢é un’estensione
algebrica.

DimosTRAZIONE. Un elemento a di F), essendo algebrico su L, verifica una relazione del tipo
bo + bra+ boa® + - - + bpa = 0,

con by,by,...,b, elementi di L non tutti nulli. Poiché ogni b; é algebrico su K, il campo
K (by, b1, ...,b,) ha grado finito su K (c¢fr.prop.3.3.30) e, essendo a algebrico su K (by, b1, ..., by),
il campo K (b, ...,by,a) ha grado finito su K e quindi é algebrico su K (c¢fr.prop3.3.28). Ne
segue che a é algebrico su K, cioé I'asserto. O

OSSERVAZIONE 3.3.32. Assegnata I’estensione F'//K, denotiamo con K l'insieme degli elementi
di F algebrici su K. Ovviamente K contiene K. Se a,b sono elementi di K, allora K(a,b)
é contenuto in K; quindi a — b e, se b # 0, ab~! appartengono a K. Ne segue che K é un
sottocampo di F. O

DEFINIZIONE 3.3.33. Sia /K un’estensione. Il sottocampo K di F degli elementi di F
algebrici su K si chiama chiusura algebrica di K in F. O

PROPOSIZIONE 3.3.34. La chiusura algebrica Q di Q in R ha grado infinito su Q.

DIiMOSTRAZIONE. Osserviamo che, in forza del teorema di Eisenstein, '™ — 2 é un polinomio
irriducibile su Q[x]; inoltre esso ¢ il polinomio minimo su @ di %/2, che quindi é un elemento
algebrico su Q.
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Supponiamo ora, per assurdo, (Q : Q) =n € N e sia m un intero maggiore di n. Allora ¥/2 € Q
sarebbe radice di un polinomio su @ di grado non superiore ad n e cié é assurdo. ]

Del teorema che segue omettiamo la dimostrazione.

TEOREMA 3.3.35. (teorema di Cantor) Sia F'/K una estensione e si supponga K numerabile.
Allora la chiusura algebrica di K in F € numerabile.

COROLLARIO 3.3.36. La chiusura algebrica di () in R € numerabile; di consequenza linsieme
R\ Q dei numeri reali trascendenti su Q ha la potenza del continuo.

PROPOSIZIONE 3.3.37. Siano K un campo ed f € Klx] un polinomio di grado positivo n.
Allora esiste un’estensione F' di K contenente un elemento a tale che f(a) =0 e F = K(a).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per il momento che il polinomio
f(x) = b + byx + boa® + - - - bya™
sia irriducibile in K[x]. In queste ipotesi, I'ideale I = (f) é massimale in K[z] e quindi Kz]/I =

F é un campo. Inoltre, si ha:

e [’applicazione
i ueK — u+leF=K|/I

¢ un monomorfismo e quindi K ¢é isomorfo a i(K). Questo significa che F' contiene il sottocampo
i(K) isomorfo a K e quindi pué ritenersi una estensione di K.

Nel seguito identificheremo K e i(K), ponendo u = i(u), per ogni ogni elemento u € K.

e Il monomorfismo i : K — F pué estendersi ad un monomorfismo fra K[z| e F[z] ponendo

i(co+c1x+ - +ema™) =i(co) +i(cr)x + - - +i(em)z™.

e Essendo K ~ i(K), abbiamo K [z] ~ i(K)[z] e possiamo identificare ogni polinomio g € K|x]
col polinomio i(g) € i(K)[z]. Mediante tale identificazione abbiamo

f=i(f) = o+ 1)+ (b + Dz + (by + Da? + - - +(by + D"
e, posto a = x + I, risulta
i(f)a)=(bo+ D)+ b1+ D(x+1)+--+(by+1)(x+ )"

=(bo+1I)+ (bix+1)+--+(bpa" +1)
=(bp+bix+--+bpz")+I1=f+1=1,
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cioé f(a) = 0. Abbiamo cosi che f ha uno zero in F.
Ora proviamo che i(K)(a) = F, tenendo presente che i(K)(a) C F. Abbiamo:

g+IeFcong=cy+ciz+- +cpax™ € Klz] =
g+I=(co+I)+(cr+D)(z+I)+ - +(em+I)(z+1)™
(co+I)+ (a1 +1)a+--+(cm+1)a™ cone; +1€i(K)=
g+Ic€i(K)(a)=F Ci(K)(a).

L’asserto é dunque provato nel caso che f sia irriducibile.

Nell’ipotesi che f non é irriducibile, esiste un polinomio irriducibile p € K|[z] che divide f. Per
tale polinomio esistono F' ed a € F tali che p(a) = 0 e FF = K(a). Ne segue che f(a) =0 e
I’asserto é completamente provato. ]

DEFINIZIONE 3.3.38. Il campo F' = K (a) di cui al precedente teorema si chiama estensione di
K mediante [’aggiunta di una radice di f. O

EsempPio 3.3.39. Siano K = R, f(z) = 22+ 1 e I = (f) l'ideale di R[x] generato da f. In
F = Rz]/I, posto i = x + I, abbiamo

fO)=+1=@"+D+(1+)=@*+1)+I=1=0.
Ne segue che F' = R(i) = {a+1ib : a,be R} =C. O
EsempPIO 3.3.40. In Z3[z] consideriamo il polinomio
f(x) =2° +22% + 22+ 2 = (2* + 1)(2® + 22 + 2)

e I'ideale I = (22 4+ 1). Nel campo F = Z3[x|/I, posto i = x + I, abbiamo 2 + 1 = 0 e quindi
f(i) = 0. Ne segue che

F=23i)={a+1ib : a,be Zsz} e|F|=9.

Se invece consideriamo in Zs[z] l'ideale J = (23 + 2z + 2), possiamo costruire il campo F’ =
Z3[x]/J e, posto j = x + J, abbiamo 53 4+ 2j +2 = 0 e quindi f(j) = 0. Ne segue che

F'=2Z3()) ={a+bj+cj* : a,b,c€ Z3} e |F'| =27.
U

OSSERVAZIONE 3.3.41. L’ultimo teorema non vale su anelli commutativi arbitrari. Per esem-
pio, 2z + 1 € Z4[z] non ha radici in nessuna estensione di Z4[x] perché

2/ +1=0=0=2(2j+1)=4j+2=2,

il che é assurdo. O
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DEFINIZIONE 3.3.42. Sia f € K|[z] un polinomio di grado n > 0. Un’estensione F' di K si
chiama campo di spezzamento di f su K se esistono in F' elementi ay,as,..,a, € b € K per cui
risulta

f@) =blz —a1)(x —az) - (z - an)
e F=K(ay,ag,..,ap). O

OSSERVAZIONE 3.3.43. Notiamo esplicitamente che un campo di spezzamento di un polinomio
f su un campo K ha grado finito su K e quindi € algebrico su K. O

TEOREMA 3.3.44. Sia f € K[x] di grado n > 0. Allora esiste un campo di spezzamento F' di f
su K e risulta (F : K) <mnl.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che, se n = 1, il campo cercato é K stesso. Possiamo dunque
fare induzione su n > 1. In questa ipotesi esiste L = K(a;) con f(a;) = 0 e risulta

n > (L : K) = grado del polinomio minimo di a; su K,

f=(x—a1)g, g€ Llx]edeg(g)=n—1.

Per induzione, esiste un campo di spezzamento F' di g su L tale che (F : L) < (n—1)! e
g(x) =blx —az)--(x —ay,),conb e LeF = L(ay,..,a,). Ne segue che

F = K(a1)(ag,..,an) = K(a1, a2, ..,ay),
fx)=(z—a1)g=0bx —a1)(x —a2) - -(x —ay,) eb € K.
Allora F' é campo di spezzamento di f(z) su K e
(F:K)=(F:L)(L:K)<(n—1)ln=n!
O

DEFINIZIONE 3.3.45. Siano F1/Kj e Fy/ Ky due estensioni e o un isomorfismo di Kj in K.
Un isomorfismo @ di F} in F5 si chiama prolungamento di o a F1 e F5 se la restrizione di @ a
K coincide con o. O

TEOREMA 3.3.46. Siano Ki, Ko due campi, o un isomorfismo di K1 in Ko e si consideri
Papplicazione & di Ki[x] in Ks|x| definita da

g(ag + a1x + - - +anz™) = o(ag) + o(ar1)r + - - +o(ay)x".
Allora @ € l'unico prolungamento di o a K1[z] e Ka[z] tale che 5(x) = .
DiMmosTRAZIONE. E’ lasciata per esercizio al Lettore. O

TEOREMA 3.3.47. Siano K, Ky due campi, o un isomorfismo di Ki in Ko, p1 € Ki[z] e
p2 € Ksx] polinomi irriducibili di grado n tali che pa = (p1). Siano

Ki(a1) = {bo + bray + - +b,_1a}™" b€ K1},
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Ky(ag) = {co + crag + - - +cp1ay™' 1 ¢ € Ko}

estenstoni semplici di K1 e Ko ottenute aggiungendo una radice di p1 a K1 e una di p2 a Ko e
st consideri lapplicazione T di K1(a1) in Ko(ag) definita da

7(bo + bray + - - +bn—1a7f_1) =o(by) + o(br)ag + - +U(bn—1)a§_1-

Allora T € l'unico prolungamento di o a Ki(a1) e Ka(az2) tale che 7(a1) = as.

DIiMOSTRAZIONE. Osservato che il polinomio py = @(p1) é irriducibile su Ks, si procede con i
seguenti passi.

e Consideriamo 'applicazione

v:f+(p1) € K1/(p1) — 7(f) + (p2) € Ka/(p2)

e notiamo che essa é un isomorfismo di campi.

e Per j = 1,2, sappiamo che esiste un isomorfismo
o : Kj(aj) — Kj[z]/(pj)
la cui restrizione a K; é I'identita su K e
aj(aj) =z + (pj).
e Allora 7 é un prolungamento fra Kj(a1) e Ka(ag) perché 7 = ayyaQ_l
aq Y a;l
Ki(a1) — Kilz]/(p1) — Kolz]/(p2) — Ka(a2)
T i
K, 5 Ky
e Se (3 é un prolungamento di o a Ky(a1) e Ka(az) tale che

ﬁ(CLl) =ag e by+biag +-- +bn_1a7f_1 S Kl(al),

abbiamo
B(bo + bray + - - +b, a1 =

B(bo) + B(b1)B(ar) + - - +8(bn-1)B(a ") =
o(bo) +o(br)ay + - - —i—o(bn_l)a’f_l =
7(bo + bray + - - +bp_1a77")

e quindi § = 7. ]
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PROPOSIZIONE 3.3.48. (teorema di prolungamento) Siano assegnati:

o due campi K1, Ko e un isomorfismo o di K1 su K.

e un polinomio fi € Ki[x] e sia fa =7(f1) € Ka[z].

e un campo di spezzamento Fy di fi su K1 e un campo di spezzamento Fo di fo su Ko.

Allora esiste un prolungamento di o a Fy e Fs, cioé un isomorfismo 7 : Fy — Fy tale che
7(b) = o(b) per ogni b € K.

DIMOSTRAZIONE. L’asserto é vero se deg(fi) = 1 e quindi possiamo fare induzione su n =
deg(f1) > 1.

e Siano pi(x) un fattore irriducibile di f; su Kj, a; uno zero di pi(z) in F} e ag uno zero di
p2 =0(p1) in Fy.
e Esiste un prolungamento o di o a Ki(a1) e Ka(ag) tale che a(ay) = as.

e Se scriviamo f1(z) = (x—a1)g1(z), con g1 € Kj(a1)[x], abbiamo che F} é campo di spezzamento
di g1 su Ki(ay) e Fy é campo di spezzamento di go = 7(g1) su Ka(as).

e Essendo deg(g1) = n — 1, per induzione esiste un prolungamento 7 di a a F; e Fy. Per
costruzione, 7 é anche un prolungamento di o a Fj e F5. O

Se nell’enunciato del teorema precedente si pone K = K1 = Ky e f = p1 = pa, si ottiene il
risultato seguente.

PROPOSIZIONE 3.3.49. (unicitd del campo di spezzamento) Siano K un campo e f € K[x], con
deg(f) > 0. Allora due campi di spezzamento Fi, Fy di f su K sono isomorfi.

EsempPio 3.3.50. Troviamo il campo di spezzamento su () del polinomio

fz)=a'—2? —2=(2* - 2)(z* + 1).
e Q(v2) ={a+bv2 : a,bc Q} contiene due radici di f(x): V2, /2.
e In Q(v/2)[z] abbiamo:
f(@) = (z — V2)(z + V2)(a® + 1),

Osserviamo che gli elementi di Q(y/2) sono numeri reali e quindi 22 + 1 ¢ irriducibile su Q(v/2).

e Per ottenere il campo di spezzamento di f(z) su @ dobbiamo ampliare Q(\/i) con una radice
di 22+ 1.

e In conclusione il campo di spezzamento cercato é:

Q(W2)(i)={a+if : a,8€Q(V2)} =
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{(a+bV2) + (c+dV2)i : a,bc,d e QY =Q(V2,i).

O
Esempio 3.3.51. Troviamo il campo di spezzamento su () del polinomio
f(x)=2"—a con a€Qt,a>1,n>2.
e Siano
b={/acR
e
w = radice n-esima primitiva di 1 su C.
Allora
b, bw, bw?, ... b1
sono le n radici (a due a due distinte) di f(z).
e L’estensione Q(b), essendo un sottocampo di R non contiene w.
e Il campo di spezzamento cercato é
Q) (w) ={a+pw : a,B€Q(b)} =
{(x+yb)+ (z+th)w : z,y,2,t € Q} = Q(b,w).
O

3.4 Campi algebricamente chiusi

Sia F' un campo.

DEFINIZIONE 3.4.1. Si dice che F' é un campo algebricamente chiuso se ogni polinomio f(z) €
F[x] di grado positivo ha almeno una radice in F. O

EseMPIO 3.4.2. E noto al Lettore che il campo complesso é algebricamente chiuso (teorema
fondamentale dell’algebra). O

TEOREMA 3.4.3. Per un campo F sono equivalenti le sequenti proprietd:
(a) F ¢€ algebricamente chiuso.

(b) Ogni polinomio non costante a coefficienti in F' si decompone su F'[z] nel prodotto di polinomi
di primo grado.

(c) Gli elementi irriducibili di F[x] sono tutti e soli i polinomi di primo grado.
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DiMOSTRAZIONE. E’ lasciata per esercizio al Lettore. O
TEOREMA 3.4.4. Ogni campo K ammette un’estensione F' algebricamente chiusa.
DiMOSTRAZIONE. E’ lasciata per esercizio al Lettore. ]

DEFINIZIONE 3.4.5. Sia F'/K un’estensione. Si dice che F' é chiusura algebrica di K se é F é
un campo algebricamente chiuso e algebrico su K. O

TEOREMA 3.4.6. Sia F'/K una estensione e si supponga F algebricamente chiuso. Allora la
chiusura algebrica K di K in F € un campo algebricamente chiuso. Ne seque che ogni campo ha
una chiusura algebrica.

DiMoSTRAZIONE. La prima parte segue da K = K. Per la seconda parte, si consideri
un’estensione F' di K algebricamente chiusa; allora K é una chiusura algebrica di K. O

TEOREMA 3.4.7. Due chiusure algebriche di K sono isomorfe.



